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延伸高分子材料における異方弾性定数の予測＊
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Prediction of Anisotropic Elastic Constants in Drawn Polymers 
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Anisotropic elastic constants of constitutive equation of drawn polymers derived by Rivlin and Ericksen’s
representation theory of tensor-valued function of tensor variables in the field of nonlinear continuum mechanics are
predicted.  The general expression of the forth rank elastic tensor Cijkl  is given by the isotropic tensor δij and the internal
variable tensor ωij according the representation theory.  The form of Cijkl is simplified by assuming the material to be
orthotropic.  As the internal variable tensor, the logarithm of drawn ratios or deviator tensor of refractive index are
employed independently.  By comparing the calculated results with experimental ones, it is shown that this model can
describe the experimental results of semicrystalline and amorphous drawn polymers. 
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1. 緒   論 

熱可塑性高分子材料を延伸加工すれば，延伸方

向に分子鎖が並んで，分子配向するだけでなく，

高次構造変化を生じるために，著しい剛性と強度

の向上が図れる1)-4)．このような性質を利用して，

合成繊維，延伸フィルム，延伸ブロー成形による

ポリエチレンテレフタレート(PET)ボトルなどの
工業製品が生産されている． 
一般に，このような延伸材料の力学的性質は著

しい異方性をもつだけでなく，延伸に伴ってその

力学的性質が変化する．したがって，延伸材料の

変形と破壊挙動を予測するためには，まずこのよ

うな力学的性質を精密に求める必要がある．Ward
ら2)は，繊維とフィルムの異方弾性定数の予測を

するために， Reussと Vigotの仮定を用いた
aggregate modelを提案した．このモデルでは，擬
アフィン変形を仮定し，まず複屈折-延伸比関係
から延伸方向と対称軸の間の角度を求めて計算し

たが，実験結果を表現することができなかった．

その後，角度をX線回折と核磁気共鳴によって求
めることにより，実験結果を適切に予測できた．

一方Ibrahimら5)は，一軸延伸ポリプロピレン(PP)
の異方弾性定数を，PPの結晶性の体積分率ならび

に結晶相と非晶相の配向関数から予測した．しか

し，これらの手法は内部構造を精密に計測する必

要があり，困難を伴う．また，延伸ブロー成形に

よるPETボトルの成形シミュレーションから製品
の異方性弾性率分布を求めた研究が公表されたが，

その詳細はまだ明らかにされていない6)． 
本論文では，非線形連続体理論を用いて定式化

した延伸高分子材料の異方弾性定数を予測する． 
Rivlin-Ericksen の表現定理により，最も一般的な
4 階の異方弾性定数テンソルを 2 階対称なテンソ
ル変数（内部状態変数）で記述する．さらに，高

分子材料は直交異方性以上の複雑な異方性を持た

ないものとして，直交異方性材料における異方弾

性定数を導く．内部状態変数として，延伸比ある

いは複屈折をそれぞれ独立して用いる．最後に，

本論文における異方弾性定数の計算結果を既報の

実験結果と比較し，本手法の妥当性を検討する． 

２．延伸高分子材料の異方弾性構成モデル 

延伸高分子材料の弾性定数テンソルは，2 階対
称なテンソル変数ω (内部状態変数)で記述できる
ものと仮定すれば，次のような一般化された

Hookeの法則が成立する7), 8)． 

( ) : e=σ ω εC  (1) 
＊原稿受付 2003年   月   日． 
*1正員，玉川大学（〒194-8610 町田市玉川学園 6-1-1）. 
*2正員，静岡大学（〒432-8561 浜松市城北 3-5-1）  
*3正員，秋田県立大学（〒015-0055 本荘市土谷字海老ノ口
84-4） 

－ 1 － 



 

ここで，σ， eε および ( )ωC は，それぞれ応力，

弾性ひずみおよび 4 階の弾性定数テンソルを表す．

なお応力とひずみは，2 階対称なテンソルである． 
 さて，Rivlin-Ericksenの表現定理によれば，4 階
のテンソルCの最も一般的な表現は，2 階対称な
等方テンソルδ ij  と内部状態変数テンソル ωijを用

いて次式で与えられる9), 10)． 
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ここで，λ および µ は Laméの定数，ν, π，ρ，A，
B，C，D，G，H および K は材料定数である．未
延伸状態（ω  = 0）のとき，式(2)は等方性材料の弾
性定数に一致する．  
本論文では，延伸高分子材料は直交異方性より

複雑な異方性を持たないものと仮定して，式(2)か
ら直交異方性の場合の弾性定数を導く．内部状態

テンソルω  の主方向を，座標軸O-x1, x2, x3に一致

させた場合，2つの 2階対称なテンソルωは 
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と書ける．本論文では，この主方向あるいは主

軸を対称軸とする直交異方性材料を考える． 
直交異方性材料に対する Hooke の法則を Voigt
表記で表現すれば次式となる． 
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(4) 

すなわち，この弾性定数テンソル Cは 9個の独立
な弾性定数をもつ． 
一方，式(4)を考慮すれば，式(2)中の材料定数
には次のような関係が成立する． 

,  ,  0, 0π B C G  Hν = = = =  (5) 

したがって，直交異方性の場合，式(2)は次のよう
に内部状態変数と Lamé の定数ならびに新たに導
入した 6個の材料定数を用いて表現できる． 
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ここで，1軸方向の1軸延伸を考えると，分子鎖
の配向方向は1軸となり，その垂直方向の2軸およ
び3軸における内部状態変数 ω  2 および ω 3につい

ては ω  2 = ω 3 が仮定でき，この材料は横等方性

(transverse isotropy)を示す．このとき，式(6)から，
独立な弾性定数は次の 5個となる． 
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３．延伸高分子材料の内部状態変数 

3・1  延伸比による定義  一般に，延伸高分

子材料の弾性定数は，延伸温度，延伸速度ならび

に延伸比に依存する．延伸温度と延伸速度を一定

とすれば，弾性定数は延伸比だけで表現できる11), 

12)．内部状態変数は，最も簡単な形として延伸比

を用いて，対数ひずみのように 

          (8) 
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と記述する．ここにβ 1,  β 2 ,  β 3  は，それぞれ主延

伸比を表す．延伸比とは，繊維やフィルムの延伸

によく用いられる用語であり，主延伸比とは主ス

トレッチと一致する．この延伸比の対数を取った

ものは，この分野では，通常Henckyひずみと呼ば
れている．このとき，未延伸状態ではω = 0 を満
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足する．さらに，高分子材料の非圧縮性を仮定し，

各主延伸比には次の関係が成立するものとする． 

1 2  3 1β β β =  (9) 
 
3・2 複屈折による定義  延伸温度や延伸速度

が変化する場合には，延伸高分子材料の異方弾性

定数を延伸比だけで表現するのは困難である． 
一般に，高分子材料は，変形に伴い分子鎖の配

向に関連する光学的異方性が現れ，その分子鎖の

配向は複屈折と対応している13)14)．さらに，非晶

性高分子材料だけでなく，結晶性高分子材料でも

延伸比が大きくなれば，透明となり屈折率を測定

できる． 
本論文では，延伸温度や延伸速度が変化する場

合の内部状態変数として，坂本15)が2軸延伸PETフ
ィルムの引張強さを整理するために提案している

新しい複屈折の定義と類似のものとして，次のよ

うな屈折率テンソルnの偏差テンソルを用いる． 
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ここで，n1,  n2 ,および n3  はそれぞれ屈折率テンソ

ルnの主値である． 
さらに，複屈折 ， および を 1n∆ 2n∆ 3n∆
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のように定義すると，式(10)は次式のように表現
できる． 
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なお，未延伸状態では高分子材料は光学的等方性

を示し，屈折率はn1= n2= n3となるので，式(11)お
よび(12)からω  = 0 となり，弾性特性は等方的と
なる． 
ここで，3 軸方向に一軸延伸する場合を考える．
このとき，分子鎖は 3 軸方向に配向し，配向方向
と垂直な方向である 1軸および 2軸における屈折
率n 1 およびn 2は等しいと仮定すると次式が成立す

る．  

1 2 3, 0n n n n∆ ∆ ∆ ∆= − ≡ =  (13) 

これを式（12）に代入すると次式を得る． 
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式(14)および式(6)から，3軸方向の1軸延伸におい
て 材料は横等方性を示す．このことは，本論文に
おいて定義した式(10)が，高分子材料の異方弾性
特性を規定する内部状態変数として用いることの

妥当性を示すものといえる． 

４．計算結果と実験結果との比較 

 Fig.1(a)(b)(c)は，それぞれ 1軸延伸した塩化ビ 
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Fig. 1 Comparison of calculated results with

bserved elastic moduli as a function of draw
ti



 

ニル2)（非晶性高分子材料），ポリプロピレンフ

ィルム5) （結晶性高分子材料）および低密度ポリ
エチレン16) （結晶性高分子材料）に対する異方弾
性定数の実験結果と計算結果を示す．内部状態変

数として，式(8)の延伸比を用いた． 
材料定数のうち，λ とµ は，未延伸材料の値を
用いた．また， ν,  ρ,   A，B，D および K のうち
3 つの材料定数を決定し，そのほかの定数は零と
した．計算に用いた材料定数を次に示す． 
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本計算におけるE1，E2およびG12については，式 

(4) における弾性係数テンソルCの逆行列を計算し，
次式の工学的弾性係数を用いた直交異方弾性ひず

み－応力の関係式と比較することにより求めた． 
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Fig. 3 Polar plots of  calculated results in moduli
under uniaxial and biaxial drawn polyvinyl
chloride. 
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Fig.1 中の実線と各記号は，それぞれ計算結果
および実験結果を表す．また，図中のE1，E2およ

びG12は，それぞれ延伸方向の縦弾性係数，延伸

方向と直角方向の縦弾性係数ならびに横弾性係数

である．さらに，Fig.1(c) のE45は延伸方向と 45°
傾いた方向における縦弾性係数を表す． 
一方，Fig.2 は，ポリプロピレンフィルムおよ
び低密度ポリエチレンの延伸方向と角度φ 傾いた
方向の縦弾性係数Eφ を示し，次式で求まる． 
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                    (17) 
Fig.1 および Fig.2 に見られるように，いずれの
材料においても計算結果は，実験結果に見られる

異方弾性定数を適切に表現できることがわかる．  
 Fig.3 は，Fig.1(a)で定めた材料定数を用いて，1
軸あるいは種々の 2 軸延伸を行ったときの弾性係
数E1およびE2の関係を示す．1 軸延伸の場合，延
伸軸方向に垂直な方向の縦弾性係数E2が未延伸材

料のそれよりも減少する．一方，実線で示される

 
Fig. 2 Comparison of calculated results with
experimental results for tensile moduli as a function
of angle with respect to the draw direction. 
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2 軸延伸の場合，幅方向の変形を拘束した場合
（β1=3.0，β2=1.0）では，延伸方向のみの縦弾性
係数が増加し，E2の変化は見られないが，β2の増

加とともにE2も増加し，等 2軸延伸（β1=β2=3.0）
では，E1=E2となり，材料は面内等方性となるこ

とがわかる． 
 Fig.4 および 5 は，内部状態変数として複屈折
を考えた場合の式(14)を使用した場合のPMMAお
よび PETにおける弾性コンプライアンスSijの各成

分の計算結果と実験結果13), 14)との比較を示す．図

中の実線と種々の記号は，それぞれ計算結果と実

験結果を示す．Fig.5 の縦軸の弾性コンプライア
ンスSijについては，式(4)の弾性定数行列Cijの逆行

列と次式の直交異方性弾性体の弾性ひずみ－応力

関係式から求めた． 
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 (17) 

また，計算には次の材料定数を用いた． 

2

2 5

4.23GPa,   2.12GPa,    5.0 10 GPa
2.7 10 GPa, 5.0 10 GPa,    

0 GPa ( PMMA)
B
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⎫= = = ×
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これらの図から，いずれの材料においても計算

結果は，実験結果を適切に表現することがわかる． 

５．結 言 

 
Fig.4  Comparison of calculated results with 
observed elastic moduli as a function of 
birefringence in drawn PMMA. 

 延伸高分子材料の異方弾性構成モデルを，

Rivlin-Ericksen の表現定理による非線形連続体力
学を適用して定式化し，その異方弾性定数を求め

る手法を導いた．高分子材料の内部状態変数変数

として，延伸比または複屈折を採用した．定式化

した異方弾性定数に対する計算結果を，既報の実

験結果と比較したところ，両者はよく一致した．

したがって，本手法は延伸高分子材料の異方弾性

定数の予測に有効であると考えられる． 
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